
数字信号处理：典型信号
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哈尔滨工业大学 机电学院机器人研究所
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几种典型信号：单位圆上的复指数信号

（1）连续时间形式（continuous-time）

数学表达式：𝑥 𝑡 = 𝑒𝑗 𝜔𝑡+𝜑

𝑥 𝑡 = 𝑒𝑗 2𝜋𝑓𝑡+𝜑

𝜔：模拟角频率，单位：rad/s，

𝑓：频率，单位：Hz，

𝑇：周期，单位：s，

角频率、频率和周期的关系ω = 2𝜋𝑓 = 2𝜋
𝑇
，

𝜑：初相位，单位：rad。

实部

虚部

𝜑

𝑥 𝑡

单位圆

模拟角频率𝜔

HI
T-

yg
c 

⼩
杨

⽼
师

-D
SP

ukn

-k



几种典型信号：单位圆上的复指数信号

重要性质：

（1）连续时间的单位圆复指数信号一定是周期的；

实部：余弦信号 虚部：正弦信号
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几种典型信号：单位圆上的复指数信号

重要性质：

（2）𝜔越大，波形振荡越剧烈；

𝜔 = 𝜋的实部波形 𝜔 = 2𝜋的实部波形
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几种典型信号：单位圆上的复指数信号

（2）离散时间形式（discrete-time）

数学表达式：𝑥 𝑛 = 𝑒𝑗 𝛺𝑛+𝛹

Ω：数字角频率，单位：rad，

𝑥 𝑡
𝑡=𝑛𝑇𝑠 𝑒𝑗 𝜔𝑛𝑇𝑠+𝜑

𝑇𝑠= ൗ1 𝑓𝑠 𝑒
𝑗 ൗ𝜔 𝑓𝑠 𝑛+𝜑

𝛺 = Τ𝜔 𝑓𝑠 = Τ2𝜋𝜔 𝜔𝑠，

将模拟角频率与采样角频率归一化得到数字角频率（每一拍的走过的间隔）；

𝛹：初相位，单位：rad。

实部

虚部

𝛹

𝑥 𝑛

单位圆

数字角频率𝛺

问题1：离散之后还一定是周期信号吗？

问题2：𝛺越大振荡越剧烈吗？
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几种典型信号：单位圆上的复指数信号

问题1：离散之后还一定是周期的吗？

答：并不是，
2𝜋
𝛺
为有理数，离散时间信号才是周期的。

𝛺 = 1的实部波形𝛺 = 𝜋/3的实部波形
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几种典型信号：单位圆上的复指数信号

问题2：𝛺越大振荡越剧烈吗？

答：不是， 𝑒𝑗 𝛺+2𝜋 𝑛 = 𝑒𝑗2𝜋𝑛𝑒𝑗𝛺𝑛 = 𝑒𝑗𝛺𝑛，即：𝛺和 𝛺 + 2𝜋 的振荡情况是一样的。

特别地，对于归一化的序列节拍𝑛 = 0, 1, 2, …，𝛺在0和2𝜋附近对应着低频的旋转矢量𝑒𝑗𝛺𝑛（离散形式的正交

基函数），𝛺在𝜋附近对应着高频的旋转矢量（𝛺 = Τ2𝜋𝜔 𝜔𝑠，即： Τ𝜔 𝜔𝑠 = Τ1 2时是原始信号所夹杂的最高频率

分量，与采样定理呼应）。

𝛺 = 0的实部波形（无振荡） 𝛺 = Τ𝜋 4的实部波形（振荡） 𝛺 = 𝜋的实部波形（反复横跳） 𝛺 = 2𝜋的实部波形（无振荡）
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几种典型信号：一般的复指数信号

（1）连续时间形式（continuous-time）

复指数信号： 𝑥 𝑡 = 𝐶𝑒𝑎𝑡，其中， 𝐶和𝑎均为复数。

将𝐶写成模长-辐角形式，有： 𝐶 = 𝐴 𝑒𝑗𝜑；将𝑎写成实部-虚部形式，有： 𝑎 = 𝑟 + 𝑗𝜔

代入，得：𝑥 𝑡 = 𝐴 𝑒𝑗𝜑𝑒 𝑟+𝑗𝜔 𝑡 = 𝐴 𝑒𝑟𝑡𝑒𝑗 𝜔𝑡+𝜑 = 𝐴 𝑒𝑟𝑡𝑐𝑜𝑠 𝜔𝑡 + 𝜑 + 𝑗 𝐴 𝑒𝑟𝑡𝑠𝑖𝑛 𝜔𝑡 + 𝜑

𝐴 𝑒𝑟𝑡：单调的包络线；𝑒𝑗 𝜔𝑡+𝜑 ：振荡部分

𝑟 < 0 收敛 (阻尼振荡) 𝑟 > 0 发散

𝑒 𝑟+𝑗𝜔 𝑡其实就是Laplace算子𝑒𝑠𝑡。联想：自控原理

中解释 𝑠的实部小于0，系统稳定;大于0，系统发散。
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几种典型信号：一般的复指数信号

（2）离散时间形式（discrete-time）

复指数信号： 𝑥 𝑛 = 𝐶𝑎𝑛，其中， 𝐶和𝑎均为复数。

将𝐶写成模长-辐角形式，有： 𝐶 = 𝐴 𝑒𝑗𝛹；将𝑎同样写成模长-辐角形式，有： 𝑎 = 𝛼 𝑒𝑗𝛺

代入，得：𝑥 𝑛 = 𝐴 𝑒𝑗𝛹 𝛼 𝑛𝑒𝑗𝛺𝑛 = 𝐴 𝛼 𝑛𝑒𝑗 𝛺𝑛+𝛹 = 𝐴 𝛼 𝑛𝑐𝑜𝑠 𝛺𝑛 + 𝛹 + 𝑗 𝐴 𝛼 𝑛𝑠𝑖𝑛 𝛺𝑛 + 𝛹

𝐴 𝛼 𝑛：单调的包络线；𝑒𝑗 𝛺𝑛+𝛹 ：振荡部分

𝛼 < 1 收敛 𝛼 > 1 发散

𝑎𝑛其实就是Z变换算子𝑧𝑛。联想：自控原理中解释𝑧

模长小于1，系统稳定；大于1，系统发散。
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几种典型信号：单位阶跃和单位脉冲信号

（1）离散时间形式（discrete-time）

单位阶跃信号：𝑢 𝑛 = ቊ1, 𝑛 ≥ 0
0, 𝑛 < 0

单位脉冲信号：δ 𝑛 = ቊ1, 𝑛 = 0
0, 𝑛 ≠ 0

二者的关系：

δ 𝑛 = 𝑢 𝑛 − 𝑢 𝑛 − 1 （一次差分）

𝑢 𝑛 = σ𝑚=−∞
𝑛 δ 𝑚 （动态求和）

𝑢 𝑛

𝑢 𝑛 − 1

𝛿 𝑛
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几种典型信号：单位阶跃和单位脉冲信号

（2）连续时间形式（continuous-time）

单位阶跃信号：𝑢 𝑡 = ቊ1, 𝑡 > 0
0, 𝑡 < 0

单位脉冲信号：൝
𝛿 𝑡 = 0, 𝑡 ≠ 0
∞−׬
∞ 𝛿 𝑡 𝑑𝑡 = 1

单位脉冲信号为奇异函数，是Dirac提出

的对强度极大，作用时间极短的物理量

的理想化模型。

∆

斜率
1
∆

𝑢∆ 𝑡
𝛿∆ 𝑡 =

𝑑𝑢∆ 𝑡
𝑑𝑡

当∆→ 0，上述两个信号变为单位阶跃和单位脉冲信号
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几种典型信号：单位阶跃和单位脉冲信号

（2）连续时间形式（continuous-time）

类比离散时间形式的单位脉冲与单位阶跃的关系，有：

δ 𝑛 = 𝑢 𝑛 − 𝑢 𝑛 − 1 （一次差分）， 𝑢 𝑛 = σ𝑚=−∞
𝑛 δ 𝑚 （动态求和）

𝛿 𝑡 = 𝑑𝑢 𝑡
𝑑𝑡

（微分），                          𝑢 𝑡 = ∞−׬
𝑡 𝛿 𝜏 𝑑𝜏 （积分）

问题：为什么学习单位脉冲信号，或者说单位脉冲信号为什么可以称之为典型信号？

原因1：单位脉冲信号是信号在时域上分解及合成的基本信号（最朴素的一种信号分解和合成方式）。

原因2：系统对单位脉冲信号的响应反映了系统的本身特性。

单位脉冲信号的这两个特点将在下一讲《卷积和系统响应》重点讲解。
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信号的性质：周期性

周期信号（periodic signals）：

（连续时间信号）存在一个正值𝑇，有：𝑥 𝑡 = 𝑥 𝑡 + 𝑇

（离散时间信号）存在一个正整数𝑁，有：𝑥 𝑛 = 𝑥 𝑛 + 𝑁

周期信号的周期并非唯一（ 𝑇和𝑁的整数倍均是周期），使其成立的最小正值（连续时间）或正

整数（离散时间）称之为基波周期（fundamental period）。

注意！！！：连续时间上存在周期性的信号，在采样离散化后，得到的离散时间信号并不一定仍

具有周期性。 HI
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信号的性质：奇偶性

偶信号：若一个信号𝑥 𝑡 或𝑥 𝑛 ，其图像绕着纵轴𝑡 = 0或𝑛 = 0反转后不变，则为偶信号。

𝑥 −𝑡 = 𝑥 𝑡 ， 𝑥 −𝑛 = 𝑥 𝑛

奇信号：若一个信号𝑥 𝑡 或𝑥 𝑛 ，其图像绕着原点反转后不变，则为奇信号。

𝑥 −𝑡 = −𝑥 𝑡 ， 𝑥 −𝑛 = −𝑥 𝑛

特别地，任意一个信号都可以分解成一个偶信号（红色虚线框）和奇信号（蓝色虚线框）之和的形式。

𝑥 𝑡 =
𝑥 𝑡 + 𝑥 −𝑡

2
+
𝑥 𝑡 − 𝑥 −𝑡

2

𝑥 𝑛 =
𝑥 𝑛 + 𝑥 −𝑛

2
+
𝑥 𝑛 − 𝑥 −𝑛

2
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信号的性质：信号的能量和功率

在区间 𝑇0, 𝑇1 或 𝑁0,𝑁1 内，信号的能量定义为：

𝐸 = 𝑇0׬
𝑇1 𝑥 𝑡 2𝑑𝑡, 𝐸 = σ𝑛=𝑁0

𝑁1 𝑥 𝑛 2

在区间 𝑇0, 𝑇1 或 𝑁0,𝑁1 内，信号的功率定义为：

𝑃 = 1
𝑇1−𝑇0

𝑇0׬
𝑇1 𝑥 𝑡 2𝑑𝑡, 𝑃 = 1

𝑁1−𝑁0
σ𝑛=𝑁0
𝑁1 𝑥 𝑛 2

能量和功率是信号的一个重要定量指标，类似描述一个篮球运动员，可以从身高、体重、臂展、体脂率以及百米跑这些

基本数据评价其身体素质。信号也可以用一些定量的指标描述，如：能量，功率，周期信号的幅度谱和相位谱，非周期

信号的频谱密度。

用法：1.用于稳定性证明（判据：对于能量有限的信号激励，系统的响应的能量是否有界？）

2.比较两个信号𝑓1 𝑡 ， 𝑓2 𝑡 对系统的效果是否一致,可以通过构造误差信号𝑒 𝑡 = 𝑓1 𝑡 − 𝑓2 𝑡 ，判断误差信号的能量

׬ 𝑒 𝑡 2𝑑𝑡是否趋于0实现。
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信号的变换

以连续时间信号为例：

➢信号的移位

𝑥 𝑡 + 𝑡0 表示原信号𝑥 𝑡 向左移动了𝑡0（时间超前了𝑡0 ），若𝑡0 < 0，则表示原信号向右移动了 𝑡0 （时间滞后了 𝑡0 ）

➢信号的展缩

𝑥 a 𝑡 表示原信号𝑥 𝑡 压缩（ a > 1）或展开（ a < 1）为原先的
1
a
。

➢信号的反折

𝑥 −𝑡 表示原信号𝑥 𝑡 绕着纵轴𝑡 = 0翻转。

三种变换可以组合操作，推荐的操作顺序为：平移->展缩->反折。注意！！！直接对𝑡做变换。

HI
T-

yg
c 

⼩
杨

⽼
师

-D
SP

&

O
slim
In

1*
a) TM +

&

*



信号的变换

连续时间信号的变换实例：原信号𝑥 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ，求解变换后的信号𝑥 −2𝑡 + 3

𝑥 𝑡

移位

𝑥 𝑡 + 3

𝑥 2𝑡 + 3

压缩

反折

𝑥 −2𝑡 + 3HI
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信号的变换

如何更简单地理解这种信号的变换？

对于𝑥 𝑡 = 𝑠𝑖𝑛 𝑡 ，若要得到𝑠𝑖𝑛 0 ，原信号𝑥 𝑡 需要𝑡 = 0，而对于𝑥 𝑡 + 3 ，需要 𝑡 = −3，因此𝑥 𝑡 + 3 的

图像是左移3个单位，时间超前了3个单位时间。同理，若要得到𝑠𝑖𝑛 2 ，原信号𝑥 𝑡 需要𝑡 = 2，而对于𝑥 2𝑡 ，

需要 𝑡 = 1，因此𝑥 2𝑡 的图像是压缩为原来的
1
2
。

另外，牢记所有变换是针对𝑡，并非针对括号里的所有元素。

为什么推荐顺序是“移位-压缩-反折”?

以该例题为例，若先压缩和移位，原信号变为𝑥 −2𝑡 ，该信号需要向右移动
3
2
个单位，才能得到目标信号

𝑥 −2 𝑡 − 3
2

= 𝑥 −2𝑡 + 3 HI
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信号的变换

离散时间信号𝑥 𝑛 的移位和反折变换同连续时间信号𝑥 𝑡 ，但离散时间信号没有展缩变换

的说法，因为整数节拍展缩后，并不是所有节拍都仍有意义，如：离散时间信号压缩2倍，

那么原来的第3拍信号压缩后就无法表示，1.5拍并无意义。

但类似展缩，离散时间信号有插值和抽取两种运算，这两个运算在后续的信号调制章节会

重点讲授。
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谢谢大家，欢迎大家评论区多提意见，交流探讨！
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