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回顾：连续时间周期信号的傅里叶级数

定义：对于周期信号� � ，其周期为�0（模拟频率为�0 = 2�
�0
），若满足狄里赫利(Dirichlet conditions)条

件，则周期信号可表示为一系列成谐波关系(harmonically related)的复指数信号的线性组合:

� � =  
�=−∞

∞

� ��0 ����0�

其中，� ��0 =  � � , ����0� 
 ����0�, ����0� 

=
 −�

2

�
2 � � �−���0���

 −�
2

�
2 ������−���0���

= 1
�
 −�

2

�
2 � � �−���0���

对于离散时间周期信号� � ，其周期记为�0，相应地数字角频率�0 = 2�
�0
，是否也可以表示成一系列离散时

间复指数信号���Ω0�的线性组合？
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离散时间周期信号的傅里叶级数（DTFS）

答案是肯定的。

那么，离散时间周期信号的傅里叶级数与连续时间形式有何种不同，更具体的说：

问题1：离散时间周期信号的傅里叶级数的项数是有限的还是无限的？

问题2：离散时间周期信号傅里叶级数对应的频谱特点（是否离散，是否周期）？

切入点：对比基函数����0�与���Ω0�的不同。
对于���Ω0�，�0 = 2�

�0

当� = 0时， ��0Ω0� = 1

当� = �0时，��2�� = 1

当� = 1，�0 + 1时，�� �0+1 Ω0� = ��Ω0���2�� = ��Ω0�

当�Ω0在�附近，变化频率最快

数字角频率表示离散的间隔，而且离散时间的复

指数信号，针对�是周期的。

项数是有限的。

频谱是周期的。
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离散时间周期信号的傅里叶级数（DTFS）

定义：对于离散时间周期信号� � ，其周期为�0（数字角频率为�0 = 2�
�0
），信号可表示成一系列离散时间

单位圆上复指数信号的线性组合：

� � =  
�=0

�0−1

� ��0 ����0�

其中， � ��0 =  � � , ����0� 
 ����0�, ����0� 

=  �=0
�0−1 � � �−���0�

 �=0
�0−1 1

= 1
�0

 �=0
�0−1 � � �−���0�

注意： �的范围仅是一个周期，实际上，起点并不用是0，只要能涵盖一个周期即可，例如： 3，�0 + 2 

究其原因， 信号����0�，针对�是周期的。

DTFS综合式，累加和的变量为�

DTFS分析式，累加和的变量�
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离散时间周期信号的傅里叶级数（DTFS）

实例：周期为4的离散时间信号� � =  0（n = 0时），1， − 1，0 ，求解其傅里叶级数。

其基波频率�0 = 2�
4

= �
2
，信号中含有的复指数分量有4项： 1， ���2�， ����， ��3�2 �

根据DTFS分析式� ��0 = 1
�0

 �=0
�0−1 � � �−���0� ，可以求解各个分量对应的系数：

� 0�0 =
1
4
 0�−�0�20 + 1�−�0�21 +  −1 �−�0�22 + 0�−�0�23 = 0

� 1�0 =
1
4
 0�−�1�20 + 1�−�1�21 +  −1 �−�1�22 + 0�−�1�23 =

1
4
 −� + 1 

� 2�0 =
1
4
 0�−�2�20 + 1�−�2�21 +  −1 �−�2�22 + 0�−�2�23 =−

1
2

� 3�0 =
1
4
 0�−�3�20 + 1�−�3�21 +  −1 �−�3�22 + 0�−�3�23 =

1
4
 � + 1 

问题1： � −1�0 ， � −2�0 ， � −3�0 的取值分别为多少？

问题2： � 4�0 ， � 5�0 ， � 6�0 ， � 7�0 的取值分别为多少？

0��0

2
4

��  − �
4 

1
2
�� −� 

2
4

��  �4 
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离散时间周期信号的傅里叶级数（DTFS）

�1 � =
2
4 cos   

�
2 � −

�
4 

�2 � =
1
2 cos  �� − � �3 � =

2
4 cos   

3�
2 � +

�
4 

原信号可以分解成时域中三个余弦信号的组合

问题：不是分解得到的是复指数信号吗，为什么这里是余弦信号？

复指数信号是一种数学工具，引入该信号后，分析形式变得简单，统一；

但真实物理世界的信号都是实数信号。
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离散时间周期信号的傅里叶级数（DTFS）

以� = 0~3这4项进行线性组合：

� � = 0 + 2
4
��  − �

4 ���2� + 1
2
�� −� ���� + 2

4
��  �4 ��3�2 �

以� =− 3~0这4项进行线性组合：

� � =
2
4 ��  − �

4 �−�3�2 � +
1
2 �� � �−��� +

2
4 ��  �4 �−��2� + 0

两式相加：

2� � =
2
4 ��  − �

4 �−�3�2 � +
1
2 �� � �−��� +

2
4 ��  �4 �−��2� +

2
4 ��  − �

4 ���2� +
1
2 �� −� ���� +

2
4 ��  �4 ��3�2 �

2� � =
2
4  ��  − �

4 �−�3�2 � + ��  �4 ��3�2 � +
1
2  �� � �−��� + �� −� ���� +

2
4  ��  �4 �−��2� + ��  − �

4 ���2� 

2� � =
2
4  2���  

3�
2 � +

�
4  +

1
2
 2��� �� − �  +

2
4  2���  

�
2 � −

�
4  

最终有：

� � =
2
4 ���  

3�
2 � +

�
4 +

1
2 ��� �� − � +

2
4 ���  

�
2 � −

�
4 

欧拉公式： ��� = ���� + �����

重要变形：���� = ���+�−��

2

证明：

��� = ���� + �����

�−�� = ��� −� + ���� −� = ���� − �����
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离散时间周期信号的傅里叶级数（DTFS）

�1 � =
2
4 cos   

�
2 � −

�
4 

�2 � =
1
2 cos  �� − � �3 � =

2
4 cos   

3�
2 � +

�
4 

第1幅图和第3幅图完全相同，是PPT上整错了吗？

并不是，证明如下：

� � =
2
4 cos  

3�
2 � − 2�� +

�
4 =

2
4 cos  −

�
2 � +

�
4 =

2
4 cos  −  

�
2 � −

�
4  =

2
4 cos   

�
2 � −

�
4 

回想一下，讲信号合成与分解的时候，我们讲以余弦信号为基分解得到单边谱，转换到复指数信号为基，得

到双边谱，双边谱是单边谱进行幅度减半，做偶对称；相位奇对称得到。

那为什么刚才由复指数信号转换到余弦信号，没有幅度翻倍呢？

其实离散时间的对称轴不是原点，而是 ��0 = �，因此，彻底写成单边谱的形式为：

� � =
2
2 cos  

�
2 � −

�
4 +

1
2 cos  �� − � 
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离散时间周期信号的傅里叶级数（DTFS）

以复指数信号����0�为基，一个周期的频谱，
区间：��0 ∈  0,   2� 

以复指数信号����0�为基，一个周期的频谱，
区间：��0 ∈  −�,   � 

以余弦信号��� ��0� 为基，一个周期减半，对称谱线
合并，幅度加倍，相位保留半个周期。
区间：��0 ∈  0，� HI
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存在性（收敛性）问题

对于连续时间周期信号的傅里叶级数，并非所有信号都存在傅里叶级数� ��0 = 1
�
 −�

2

�
2 � � �−���0���，那么对于离散时间周期

信号，其傅里叶级数一定存在吗，如果存在，那么得到的分解与原信号完全相等吗？

� � =  
�=0

�0−1

� ��0 ����0�

本质上，就是求解�0个系数： � 0�0 ， � 1�0 ， � 2�0 ，…， �  �0 − 1 �0 

那么，将� � 在一个周期内的取值，代入� � =  �=0
�0−1 � ��0 ����0�，能得到�0个方程：

� 0 = � 0�0 + � 1�0 + � 2�0 + … + �  �0 − 1 �0 

� 1 = � 0�0 + � 1�0 ���0 + � 2�0 ��2�0 + … + �  �0 − 1 �0 �� �0 −1 �0

� 2 = � 0�0 + � 1�0 ��2�0 + � 2�0 ��4�0 + … + �  �0 − 1 �0 ��2 �0 −1 �0

…

� �0 − 1 = � 0�0 + � 1�0 �� �0 −1 �0 + � 2�0 ��2 �0 −1 �0 + … + �  �0 − 1 �0 �� �0 −1  �0 −1 �0
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存在性（收敛性）问题

将其写成矩阵形式：

 

 

 
 
 

1 1 1 … 1
1 ���0 ��2�0 … �� �0 −1 �0

1 ��2�0 ��4�0 … ��2 �0 −1 �0

… … … … …
1 �� �0 −1 �0 ��2 �0 −1 �0 … �� �0 −1  �0 −1 �0

 

 

 
 
 
 

� 0�0 
� 1�0 

…
�  �0 − 1 �0 

 =  

� 0 
� 1 
…

� � 

 

上述形如“�� = �”的N元一次复数方程组，当复数方阵�满秩时，存在唯一解。

实际上，复数方阵�（也称：幺正矩阵或酉矩阵）一定是满秩的，

也就是说任何的离散时间周期信号其傅里叶级数必定存在。
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存在性（收敛性）问题

补充知识：酉矩阵

对于维度为� × �的复数方阵�，若满足：��+ = ��×�，则称�为幺正矩阵，也称为酉矩阵。

其中， �+表示�的转置共轭矩阵， ��×�表示维度为� × �的单位矩阵。

离散傅里叶级数涉及的矩阵（DFT仍会涉及）就是典型的幺正矩阵（需要加个系数，进行归一化）。

� =
1
�0

� =
1
�0

 

 

 
 
 

1 1 1 … 1
1 ���0 ��2�0 … �� �0 −1 �0

1 ��2�0 ��4�0 … ��2 �0 −1 �0

… … … … …
1 �� �0 −1 �0 ��2 �0 −1 �0 … �� �0 −1  �0 −1 �0

 

 

 
 
 

以�0 = 4的幺正矩阵为例：

� = 1
2
 

1 1 1 1
1 � −1 −�
1 −1 1 −1
1 −� −1 �

 ，矩阵�的转置�� = 1
2
 

1 1 1 1
1 � −1 −�
1 −1 1 −1
1 −� −1 �

 ，再对��取共轭（实部不变，虚部取反）得�+ = 1
2
 

1 1 1 1
1 −� −1 �
1 −1 1 −1
1 � −1 −�

 

幺正矩阵的逆矩阵就是其转置共轭矩阵，因为幺正矩阵的逆矩阵存在，所以幺正矩阵必定是满秩的。
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存在性（收敛性）问题

以周期为4的离散时间周期信号� � =  0（n = 0时），1， − 1，0  为例：

 

1 1 1 1
1 � −1 −�
1 −1 1 −1
1 −� −1 �

 
 

 

 
 

� 0�0 
� 1�0 
� 2�0 
� 3�0 

 

 

 
 
=  

0
1
−1
0

 

求解上述方程，得到傅里叶级数的唯一解：� = �−1� = �+� = 1
4
 

1 1 1 1
1 −� −1 �
1 −1 1 −1
1 � −1 −�

  

0
1
−1
0

 

求解结果： � =  0, 1
4
 −� + 1 , − 1

2
, 1
4
 � + 1  

�
，与前文一致。
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谢谢大家，欢迎大家评论区多提意见，交流探讨！
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